
Ενότητα 3: Δυοπώλιο Cournot 
 

Ρεφανίδης Ιωάννης 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 



ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε 
άδειες χρήσης Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, 
η άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα 
πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο 
Πανεπιστήμιο Μακεδονίας» έχει χρηματοδοτήσει μόνο 
τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» 
και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 
 

Χρηματοδότηση 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Εφαρμογή:  
Δυοπώλιο cournot 

(Antoine Augustin Cournot, 1838) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Δύο εταιρείες ανταγωνίζονται στην αγορά παράγοντας το ίδιο 
ακριβώς προϊόν. 

• Έστω ότι η καμπύλη ζήτησης είναι η εξής: 
– Q=α-βP 

• όπου: 
• Q: ποσότητα που πουλά η εταιρεία  
• P: τιμή της εταιρείας ανά μονάδα προϊόντος 
• α, β>0 σταθερές 

• Εάν θέσουμε a=α/β και b=1/β, τότε η παραπάνω σχέση γράφεται: 
– P=a-bQ 

Περιγραφή προβλήματος (1/3) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Ποσότητα (Q)

Τι
μή

 (P
)

a/b

a

Περιγραφή προβλήματος (2/3) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Ισχύει Q=Q1+Q2. 
• Η τιμή πώλησης των προϊόντων είναι κοινή για τις δύο εταιρείες και 

καθορίζεται από την αγορά. 
• Το κόστος παραγωγής ανά μονάδα προϊόντος είναι c1 και c2 

αντίστοιχα και ανεξάρτητο από το όγκο της παραγωγής. 
• Το ερώτημα που τίθεται για κάθε μια εταιρεία ξεχωριστά είναι: 

– Ποια είναι η ιδανική ποσότητα παραγωγής, δηλαδή αυτή που 
μεγιστοποιεί το κέρδος της εταιρείας; 

Περιγραφή προβλήματος (3/3) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Θα εξετάσουμε το πρόβλημα από την πλευρά της εταιρείας 1. 
• Έστω ότι η εταιρεία 2 παράγει ποσότητα Q2

#. 
• Ποια ποσότητα πρέπει να παράγει η εταιρεία 1, ώστε να 

μεγιστοποιήσει το κέρδος της; 
• Η τιμή του προϊόντος, όταν η συνολική ποσότητα είναι Q1+Q2

# είναι: 
– P=a-b(Q1+Q2

#) 
• Τα έσοδα λοιπόν της εταιρείας 1 είναι: 

– P·Q1=(a-b(Q1+Q2
#)) ·Q1 

• Το κόστος παραγωγής για την εταιρεία 1 είναι: 
– c·Q1 

Ανάλυση του 
προβλήματος (1/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Άρα το κέρδος για την εταιρεία 1 είναι: 
– (a-b(Q1+Q2

#)-c) ·Q1 

• Πρέπει λοιπόν να μεγιστοποιήσουμε την παραπάνω ποσότητα. 
• Πρόκειται για ένα πολυώνυμο δευτέρου βαθμού ως προς Q1, το 

οποίο μεγιστοποιείται για την τιμή: 
 

Ανάλυση του 
προβλήματος (2/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

2
12

51110
2

#
2*

1

=
⋅

⋅−−
=

−−
=

b
bQcaQ

• Για παράδειγμα, εάν a=10, b=1, c=1 και Q2
#=5, τότε προκύπτει ότι: 

Ανάλυση του 
προβλήματος (3/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Προφανώς πρέπει να ισχύει Q1*>0. 
• Ορίζουμε λοιπόν τη συνάρτηση Q1=R1(Q2), η οποία μας δίνει την 

καλύτερη απάντηση (best response) της εταιρείας 1 σε κάθε 
πιθανή παραγωγή της εταιρείας 2, ως εξής: 
 

Ανάλυση του 
προβλήματος (4/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Η γραφική παράσταση της R1(Q2) φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 

Ανάλυση του 
προβλήματος (5/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Με παρόμοιο συλλογισμό προκύπτει η συνάρτηση καλύτερης 
απάντησης για την εταιρεία 2: 

Ανάλυση του 
προβλήματος (6/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Παρακάτω φαίνονται οι δύο συναρτήσεις καλύτερης απάντησης, 
σχεδιασμένες στο ίδιο διάγραμμα: 
 

Ανάλυση του 
προβλήματος (7/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Το σημείο τομής των δύο καμπύλων αποτελεί σημείο ισορροπίας 
Nash! 

• Έστω (Q1*, Q2*) οι συντεταγμένες του. Ισχύει: 
– Q1*=R1(Q2*) 
– Q2*=R2(Q1*) 

• Το συγκεκριμένο παιχνίδι δεν έχει κανένα άλλο σημείο ισορροπίας 
Nash. 

 

Ανάλυση του 
προβλήματος (8/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Τελικά, το σημείο ισορροπίας Nash έχει τα παρακάτω 
χαρακτηριστικά: 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Για a=10, b=c=1, προκύπτει Q1*=Q2*=3, P=4 και Gain1=Gain2=9. 

Ανάλυση του 
προβλήματος (9/9) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Επίλυση με IEDS (1/5) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Επίλυση με IEDS (2/5) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Επίλυση με IEDS (3/5) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Επίλυση με IEDS (4/5) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Επίλυση με IEDS (5/5) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Καρτέλ σε  
δυοπωλιακή αγορά 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Έστω ότι οι δύο εταιρείες λειτουργούν ως καρτέλ, δηλαδή 
προσπαθούν να μεγιστοποιήσουν το συνολικό κέρδος (και όχι η 
κάθε μια το δικό της επιμέρους κέρδος). 

• Πρέπει λοιπόν να βρεθεί η συνολική παραγωγή Q, για την οποία 
μεγιστοποιείται το συνολικό κέρδος. 

• Μετά, εάν θεωρήσουμε ότι οι δύο εταιρείες είναι ισοδύναμες (π.χ. 
κοινό κόστος παραγωγής) θα ισχύει:Q1**=Q2**=Q/2. 

Το πρόβλημα 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Ανάλυση του 
προβλήματος (1/2) 

• Έστω Q η συνολική ποσότητα παραγωγής. 
• Το συνολικό κέρδος για τις δύο εταιρείες είναι: 

– Gain=(a-b·Q-c) ·Q 
• Η παραπάνω συνάρτηση μεγιστοποιείται για 

– Q**=(a-c)/(2b) 
• Άρα οι επιμέρους παραγωγές των δύο εταιρειών είναι: 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Για την παραπάνω παραγωγή προκύπτουν τα εξής: 
 
 
 
 
 
 
 

• Για a=10, b=c=1, προκύπτει Q1**=Q2**=2.25, P=5.5 και 
Gain1=Gain2=10.125 . 
– Οι αντίστοιχες τιμές για το σημείο ισορροπίας Nash ήταν Q1*=Q2*=3, 

P=4 και Gain1=Gain2=9. 
 

Ανάλυση του 
προβλήματος (2/2) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Το παράδειγμα με το καρτέλ είναι παρόμοιο με το δίλημμα των 
φυλακισμένων. 

• Εάν οι φυλακισμένοι λειτουργήσουν ως καρτέλ, θα μπορούσαν να 
προσυνεννοηθούν να μην ομολογήσουν και έτσι να τους επιβληθούν 
μικρότερες ποινές από ότι αν ομολογήσουν και οι δύο. 

• Ωστόσο, η λύση που μεγιστοποιεί το συνολικό όφελος δεν είναι 
σημείο ισορροπίας Nash. 

Παρατηρήσεις (1/3) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Έτσι, κάθε εταιρεία (όπως και κάθε φυλακισμένος) έχει την τάση να 
εξαπατήσει την άλλη, ώστε να μεγιστοποιήσει τα οφέλη της. 
– Εάν μια εταιρεία αθετήσει τη συμφωνία του καρτέλ και παράγει 

διαφορετική (μεγαλύτερη) ποσότητα, αυξάνει τα δικά της κέρδη κατά ένα 
ποσό, αλλά μειώνει τα κέρδη της άλλης εταιρείας κατά ένα ακόμη 
μεγαλύτερο ποσό. 

• Τελικά και οι δύο εταιρείες θα λειτουργήσουν με βάση τη 
μεγιστοποίηση του δικού τους "ατομικού" κέρδους και γρήγορα θα 
καταλήξουν στο σημείο ισορροπίας Nash.  

• Στο επόμενο διάγραμμα φαίνεται η τοποθέτηση της λύσης-καρτέλ σε 
σχέση με το σημείο ισορροπίας Nash. 

Παρατηρήσεις (2/3) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

Παρατηρήσεις (3/3) 

28 



ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Ο OPEC (Organization of Petroleum Exporting Countries) 
αποτελείται από τις περισσότερες πετρελαιοπαραγωγές χώρες της 
Μέσης Ανατολής, της Αφρικής και της Λατινικής Αμερικής. 
– Δεν περιλαμβάνει τις ευρωπαϊκές χώρες (Μεγάλη Βρετανία, Νορβηγία, 

Ολλανδία), την Ρωσία και τις ΗΠΑ. 
• Οι χώρες αυτές αποφασίζουν από κοινού τις ποσότητες που θα 

παράγουν. 
• Αν θεωρήσουμε λοιπόν ότι έχουμε δύο ομάδες χωρών, τα μέλη και 

τα μη-μέλη του OPEC, ενώ η τιμή του πετρελαίου είναι περίπου 
κοινή, έχουμε το πρόβλημα της δυοπωλιακής αγοράς. 

Μελέτη περίπτωσης: 
OPEC (1/4) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

3
65 NO QQP +

−=

• Έστω QO και QN οι ημερήσιες παραγωγές (σε εκατομμύρια βαρέλια) 
των χωρών εντός και εκτός OPEC αντίστοιχα. 

• Έστω ότι η τιμή καθορίζεται από την παρακάτω σχέση: 
 
 
 
 

• Έστω ότι το κόστος παραγωγής ανά βαρέλι είναι κατά μέσο όρο 5$ 
για τις χώρες του OPEC και 10$ για τις χώρες εκτός OPEC. 

Μελέτη περίπτωσης: 
OPEC (2/4) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Οι συναρτήσεις καλύτερης απάντησης για τις δύο ομάδες χωρών 
προκύπτουν ως εξής: 
 
 
 
 
 
 

• Τελικά προκύπτουν οι εξής τιμές: 
– QO=65, QN=50, P=26.6$ 
– GainO=1.408 
– GainN= 833 

Μελέτη περίπτωσης: 
OPEC (3/4) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 

• Εάν ο OPEC διευρυνόταν και με τις υπόλοιπες χώρες, θα 
μπορούσαν να αυξήσουν περισσότερο τα συνολικά τους κέρδη. 

• Το πρόβλημα που προκύπτει σε περιπτώσεις καρτέλ με διαφορετικό 
κόστος παραγωγής για τα διάφορα συμμετέχοντα μέρη είναι ότι η 
λύση που μεγιστοποιεί την συνολική απόδοση του καρτέλ προβλέπει 
ότι όλη η παραγωγή θα παραχθεί από το μέρος εκείνο με το 
χαμηλότερο κόστος παραγωγής! (αποδείξτε το...) 
– Προφανώς κάτι τέτοιο δεν συμφέρει καθόλου τα μέρη με υψηλό κόστος 

παραγωγής. 

Μελέτη περίπτωσης: 
OPEC (4/4) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Έστω ότι έχουμε Ν ίδιες εταιρείες που κατασκευάζουν και πωλούν το 
ίδιο προϊόν στην ίδια αγορά. 
– Q=Q1+Q2+...+QN 

– P=a-bQ 
• Η συνάρτηση καλύτερης απάντησης για την εταιρεία 1 είναι η εξής: 

 
 
 
 

• Το σημείο ισορροπίας Nash είναι: 
 

Γενίκευση σε πολλές 
εταιρείες (1/2) 
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ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ 
Τμήμα Εφαρμοσμένης Πληροφορικής 
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• Η συνολική ποσότητα είναι Ν·Q1* και τελικά η τιμή είναι: 
 
 
 
 

• Παρατηρούμε ότι όσο αυξάνει ο αριθμός των εταιρειών σε 
ολιγοπωλιακές αγορές (χωρίς καρτέλ), τόσο η τιμή τείνει προς το 
κόστος παραγωγής! 

 

Γενίκευση σε πολλές 
εταιρείες (2/2) 
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